ECG 1 vers ECG 2 Mathématiques appliquées Lycée A. Daudet

Devoirs de vacances - Mathématiques

Les devoirs sont a rendre au plus tard le mardi 22 aofit, en un
seul fichier, au format pdf. Ils sont a déposer dans le dossier Pearltrees
(accessible depuis 'ENT) "Devoirs de vacances - copies" ou a envoyer a
’adresse helene.lescornel@ac-montpellier.fr

Les exercices "pour les volontaires", non obligatoires, sont & rendre
au format papier a la rentrée.
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ECG 1 vers ECG 2 Mathématiques appliquées Lycée A. Daudet

Devoirs de vacances - Algébre

1 00
Exercice 1. 1. Soit A= | -3 0 0. Montrer sans calcul que A n’est pas inversible.
0 5 2
2 3 -3
2. Soit B = -3 —4 3 |. Calculer B2 — B, en déduire que B est inversible et donner
-3 -3 2

B~L.

2 1
1 2
que A — A\I> n’est pas inversible.

Exercice 2. Soit A = ( ) A Taide du déterminant, déterminer les valeurs de A € R telles

1 -2 1
Exercice 3. Soit B=|-1 3 -1
-2 4 -1
1. Montrer que B est inversible et calculer B~! (faire figurer le détail des calculs sur la copie).
3 4 -1
2. Soit C=|—-4 —5 1 |.Calculer D= B~'CB.
-6 -8 2

3. En justifiant soigneusement, donner pour tout n € N* I'expression de C" en fonction de n,
D, B! et B puis donner I’expression de C™ sous la forme d’un tableau de nombres.
Tnt1 = 3Tn +4Yn — 2n
4. Soient (zn,), (yn), (2n) telles que ¢ ynt1 = —4Ty — dyn + 2, pour tout n € N* et
Znt1 = —6T, — 8Yp + 22,
1 = 1,y1 = 0,2’1 =0.
LTn
On pose X,, = [ yn | pour tout n € N*. Déterminer X,, 1 en fonction de X,,, puis obtenir
Zn
Zn, Yn et z, en fonction de n pour tout n € [2,+oof.

1 1
Exercice 4. 1. Dans M3 1(R), le vecteur | 1 | est-il combinaison linéaire des vecteurs | —1 | ,
1 1

2. Dans M3(R), la matrice (_02 ;) est-elle combinaison linéaire des matrices ( 2 1) ot

-3 1
-2 1),
(* )

3. Dans R[z], onnote P : & — 2% + 22 =22, Q : v~ 2%(x — 1) et R: 2+~ z(z — 1)%2. La
famille (P, @, R) est-elle libre ?

a+b a
Exercice 5. Soit F' = a—b ¢ | |abceR
2a  2b

Montrer que F' est un espace vectoriel, en donner une base et sa dimension.
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Exercice 6. On considére la famille (u, v, w) de M3 1(R) avec
-1 2 -1

u = 1 J,o=1[-1],w= 2 |. Déterminer le rang de la famille (u,v,w). Cette famille
1 1 4

est-elle une base de M3 1(R)?

Exercice 7. Montrer que les vecteurs e; = (—1,2,0),e2 = (3, =5, —1) et e3 = (0, 1, —2) constituent
une base de R3 et donner la matrice colonne des coordonnées du vecteur v = (1, —2,1) dans cette
base.

Exercice 8. On considére les matrices suivantes de Ms(R) : A = (8 1), D = (8 (1)),
10
(0 Y)
On note E l’ensemble des matrices M de M3(R) telles que AM = M D.

1. Montrer soigneusement que E est un sous espace vectoriel de Ma(R).

2. Soit M = <j ?) une matrice de Ms(R).

(a) Montrer que : M € E < z=0ety="t.
(b) Montrer que (U, A) est une base de E.

3. F est-il stable par produit matriciel ?

Exercice 9. A rendre a la rentrée pour les volontaires

On note M3 (R) Pespace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre trois & éléments réels, I la
matrice identité de M3 (R), 0 la matrice nulle de M3 (R).

On considére, pour toute matrice A de M3 (R), les ensembles E; (A) et Es (A) suivants :

Ei(4d) = {MeM3R);AM =M}
Ey(A) = {MeM3(R);A°M =AM}

Partie I

1. Montrer que E; (A) est un sous-espace vectoriel de M3 (R)

On admettra que Eo (A) est aussi un sous-espace vectoriel de M3 (R)
2. (a) Etablir : E; (A) C Ez (A)

(b) Montrer que, si A est inversible, alors Fy (A) = F5 (A)
3. (a) Etablir que, si A — I est inversible, alors E; (A) = {0}

-1 1 0
(b) Un exemple : Soit B = 0 —1 1 |.Déterminer Fy (B) et E3 (B)
0 0 2
Partie I1
3 -2 -1 0 0 0 1 1 1
On considére les matrices C = 1 0 -1 |,D=(0 1 0JetP=(1 1 0
2 =2 0 0 0 2 1 0 1

1. Montrer que P est inversible et calculer P~ 1.
2. Vérifier que C = PDP~ 1.
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3. Soit M € M3 (R). On note N = P~ M.

Montrer : M e E, (C) <= N € E, (D).
0 00
4. Montrer que N € E; (D) si et seulement 8’il existe troisréelsa, b, ctelsque N=| a b ¢
0 0 0

5. En déduire 'expression générale des matrices de E; (C) et déterminer une base de E; (C).

6. Donner l'expression générale des matrices de F5 (C) et déterminer une base de Fs (C).
Est-ce que Ey (C) = E3 (C)?

4/14



ECG

1 vers ECG 2 Mathématiques appliquées Lycée A. Daudet

Devoirs de vacances - Probabilités

Exercice 10. On considére une urne qui contient ¢ boules portant le numéro ¢ pour tout 7 € [1,4].
On tire une boule dans 'urne et on note X la variable aléatoire donnant le numéro obtenu.

1

2
3
4

. En justifiant soigneusement, déterminer la loi de X.
. Justifier que X admet une espérance et une variance et les calculer.
. On pose Y = 2X + 3. Déterminer E(Y) et V(Y).

1
. On pose Z = < Déterminer F(Z).

Exercice 11. Soient Y et Z deux variables aléatoires suivant toutes les deux la loi géométrique de
parameétre p €]0, 1[. On suppose de plus que Y et Z sont indépendantes, c’est-a-dire que :

pour

tout (i,7) € V() x 2(Q2), P([Y =i|n[Z = j]) = P([Y =i})P([Z = j])).

Calculer P([Y = Z]).

Exercice 12. 1. On dispose de trois piéces : une piéce numérotée 0, pour laquelle la probabilité

d’obtenir Pile vaut 1/2 et celle d’obtenir Face vaut également 1/2, une piéce numérotée 1,
donnant Face & coup slr et une troisiéme piéce numérotée 2, donnant Pile & coup sir. On
choisit 'une de ces piéces au hasard et on la lance indéfiniment. Pour tout i € {0, 1,2}, on
note A; ’événement : « on choisit la piéce numérotée ¢ ». Pour tout entier naturel & non nul,
on note P, ’événement : « on obtient Pile au lancer numéro k » et on pose Fj, = Pi. On
considére la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du premier Pile. On convient
de donner & X la valeur 0 si ’on n’obtient jamais Pile.

(a) En justifiant trés soigneusement, déterminer P([X = 1]).
(b) Déterminer P([X = 2]).

. Informatique.

On rappelle que, aprés avoir importé la bibliothéque numpy.random sous ’alias rd, pour
tout entier naturel m, I'instruction rd.randint (0,m+1) renvoie un entier aléatoire compris
entre 0 et m (ceci de fagon équiprobable).

On décide de coder "pile" par 1 et "face" par 0 .

(a) Compléter le script Python suivant pour qu’il permette le calcul et 'affichage de la valeur
prise par la variable aléatoire X lors de ’expérience réalisée dans cet exercice.

import numpy.random as rd
piece=rd.randint (...,...)
x=1
if piece==0:
lancer=rd.randint (... ,...)
while lancer==
lancer=.........

0~ O U= Wi+

—_
o ©
o

=

e

Hh

[ Ie}
M-

o

(e}

(0]

|

|

—_
—_

—_
[\

print (x)
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Exercice 13. Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel fixé dans [3; +oo[.

On s’intéresse a différentes expériences aléatoires, ou on effectue des tirages successifs dans une
urne contenant des boules blanches et noires. On arréte le jeu dés que 'on obtient une boule noire.

Soient les événements suivants, pour k € N* :

Ny : "on tire une boule noire au k-éme tirage"

By : "on tire une boule blanche au k-éme tirage"

F}, : "le jeu s’arréte au bout de k tirages (et pas avant)"

Gy : "le jeu s’arréte en au plus k tirages".

1. (a) Exprimer I’événement Fy en fonction des événements (B;)1<ica et (Ni)i<iga -
)

(b) En supposant P(B; N B N Bs) # 0, en déduire une expression de P(Fy) sous la forme
d’un produit.

(c) Exprimer I’événement G4 en fonction des événements (F;)1<i<a-
(d) En déduire une expression de P(G4) sous la forme d’une somme.
2. Soit k € N*.
(a) Exprimer I’événement F en fonction des événements (B;)i<i<k et (Vi)i<i<a-
(b) Exprimer 'événement Gy, en fonction des événements (F})1<igk-
(¢) En déduire une expression de P(G}) sous forme d’une somme.

3. Expérience 1. On considére dans cette question seulement que 'urne contient n boules
blanches et 1 boule noire, et que les tirages sont effectués avec remise. Soit k € N*.

(a) Déterminer, en justifiant soigneusement, la valeur de P(F}y) puis celle de P(F}).
(b) Déterminer alors la valeur de P(Gy).
(c) Les événements Fy, Fa, ..., F,, 11 forment-ils un systéme complet d’événements ?

4. Expérience 2. On considére dans cette question seulement que 'urne contient n boules
blanches et 1 boule noire, et que les tirages sont effectués sans remise. Soit k € [1;n + 1].

(a) Déterminer soigneusement la valeur de P(Fy) puis celle de P(Fy,).
(b) Déterminer alors la valeur de P(Gy).

(c) Les événements Fy, Fy, ..., F,, 11 forment-ils un systéme complet d’événements ?

Exercice 14. A rendre a la rentrée pour les volontaires.
Soit p un réel appartenant a Uintervalle ouvert ]0; 1[. On note ¢ =1 — p.

On dispose dans tout I'exercice d’'une méme piéce dont la probabilité d’obtenir PILE vaut p.
On procéde a l'expérience suivante £ : « On effectue une succession illimitée de lancers de la
piéce ».

On note :

e pour tout entier naturel non nul n, X, la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus
lors des n premiers lancers de la piéce;

e pour tout entier naturel non nul j, F; ’événement : « La piéce donne FACE lors du j-iéme
lancer » ;

e Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant 'apparition du second PILE.

Par exemple, si les lancers ont donné dans cet ordre :
« FACE, PILE, FACE, FACE, FACE, PILE »
alors Y = 4.

On admet que les variables aléatoires X,, (n € N*) et Y sont définies sur un méme espace proba-
bilisé modélisant 1’expérience £.
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1. Simulation informatique. On considére avoir importé la bibliothéque numpy.random sous
I’alias rd.

(a) Ecrire une fonction en Python d’en-téte def LANCER(p): qui crée un nombre aléatoire
dans 'intervalle [0; 1] et renvoie 1 si ce nombre aléatoire est strictement inférieur a p et
0 sinon.

(b) Ecrire une fonction en Python d’en-téte def PREMIER_PILE(p): qui simule autant de
lancers de la piéce que nécessaire jusqu’a l'obtention du premier PILE et renvoie le
nombre de lancers effectués.

Indication : si on le souhaite, on pourra utiliser la fonction LANCER en la répétant conve-
nablement.

(c) Ecrire un programme en Python qui demande un réel p a I'utilisateur, puis qui simule
autant de lancers de la piéce que nécessaire jusqu’a I’obtention du second PILE, et affiche
le nombre de FACE obtenus en tout.

Indication : on pourra utiliser la fonction PREMIER_PILE en la répétant convenablement.

2. Soit n un entier naturel non nul. Donner la loi de X,,. Préciser la valeur de son espérance
E(X,) et de sa variance V(X,,).
3. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire Y.

4. Donner les valeurs des probabilités :
PY=0), PY=1) et PY =2)
5. Soit n un entier naturel. Justifier que les événements :
(Y=n) et (Xpr1=1)NF, 12

sont égaux.
6. Prouver que :

VneN, P =n)=(n+1)p*"

7. Vérifier par le calcul que :
+oo
Y P(Y=n)=1
n=0

8. Démontrer que la variable aléatoire Y posséde une espérance E(Y') et donner sa valeur.

9. Soit k£ € N*. On note Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant
Papparition du k-iéme PILE. En particulier, on a Yo =Y.
En généralisant la méthode utilisée dans les questions précédentes, déterminer la loi de Y.

Exercice 15. A rendre a la rentrée pour les volontaires.
Partie I
Dans cette partie, « désigne un réel de [0, 1].

v 1 1
1. (a) Montrerque:VmEN,O</0 1—t2dt<1—:c2xm—|—1'

x m

(b) En déduire que : lim dt = 0.

m—+oo Jq 1—12
k=1
2. (a) Pour tout réel ¢t de [0, 1] et pour tout k élément de N*, calculer Z 2,

=0
k-1 9j41 T T 2k
2 : ol 1 t
(b) Endeduureque:jZOQj_i_lz/0 1—t2dt_/0 1—t2dt'
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(d)

2j4+1
x
(c) Utiliser la question 2 pour montrer que la série de terme général — T converge et
+oo 22i+1
exprimer 5 sous forme d’une intégrale que ’on ne cherchera pas a calculer.
e
+oo 2201 T 42k
Conclure que : Vk € N, - = ——dt.
4 Zk 25+ 1 /0 1—¢2
j=

too 227 T 42k+1
On admet sans démonstration que I'on a aussi : Vk € N, Z — = / T2
o 1—

j=k+1 2j

Partie I1

dt.

Un joueur réalise une suite de lancers indépendants d’une piéce. Cette piéce donne pile avec la
probabilité p (0 < p < 1) et face avec la probabilité ¢ = 1 — p.
On note N la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier pile.
Si N prend la valeur n, le joueur place n boules numérotées de 1 & n dans une urne, puis il extrait
une boule au hasard de cette urne. On dit que le joueur a gagné si le numéro porté par la boule
tirée est impair et on désigne par A ’événement : « le joueur gagne ». On appelle X la variable
aléatoire égale au numéro porté par la boule extraite de 'urne.

1. Reconnaitre la loi de N.

2. (a) Montrer que, si m est un entier naturel, une fois importée la bibliothéque numpy sous
I’alias np, la commande 2*np.floor(m/2) renvoie la valeur m si et seulement si m est

—~
o
=

—
S © 00O Uk W

—
=
~

(b)

5. (a)

pair.

Compléter les commandes Python suivantes pour qu’elles simulent N et X puis renvoient
I'un des deux messages « le joueur a gagné » ou « le joueur a perdu ».

import numpy as np
import numpy.random as rd

p=float (input (’donner la valeur de p’))

N=rd.geometric (...... )
X=rd.randint (...,....)
if oo
print(’........ )
else
print (> .......... )
Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a j, la valeur de P(y—zj) (X = 2k+1).

Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a j + 1, la valeur de

P(N:2j+l) (X =2k =+ 1)
Déterminer P(y—z;)(X = 2k + 1) lorsque k appartient a [0, j — 1].
Déterminer P(y—g;41)(X = 2k + 1) lorsque k appartient a [0, j].

—+o0
Justifier que P(X =2k +1) =Y P(N =n)Py_n)(X =2k +1).
=1

n=
En admettant que ’on peut scinder la somme précédente selon la parité de n, montrer

que :

too 25 F+o0 9541

p q q
VkeN, P(X=2k+1)="< a |

t2k

1-1¢

q
En déduire que : Vk € N, P(X =2k +1) = 8/ dt.
0
q t2n+2

Montrer que nll)IJ,I»loo ) mdt = 0.

27 = 25+1
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(b) Montrer que :
" - p q 1 q t2n+2
S R = e i)

k=0

. . _p 1
(c) En déduire que : P(A) = q/o 1-020 +t)dt'

6. (a) Trouver trois constantes réelles a, b et ¢ telles que, pour tout ¢ différent de 1 et de —1,
on ait :
_a b c

0240 1—f T+¢ (112

(b) Ecrire P(A) explicitement en fonction de q.

1

(c¢) En déduire que P(A) > 7
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Devoirs de vacances - Python

Exercice 16. On consideére la suite (u,) telle que ug = 4,u1 =3 et Vn € N : ty19 = 2up41 + 3uy,.

1. Sans chercher & obtenir la forme explicite de (u,), définir une fonction python suite qui
prend en argument d’entrée un paramétre n et qui renvoie le terme u,,.

2. A Taide de cette fonction, écrire un programme Python permettant d’afficher la représenta-
tion graphique des 20 premiers termes de cette suite. On utilisera la librairiematplotlib.pyplot.

3. On admet que (u,,) tend vers +oo. Ecrire une fonction rang qui prend en argument un réel
A et renvoie le plus petit entier n pour lequel u, > A (on pourra encore faire appel a la
fonction suite).

Exercice 17. On considére une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.

On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante : on pioche une boule
au hasard, on note sa couleur, puis on la replace dans 'urne en ajoutant une boule de la méme
couleur que celle qui vient d’étre obtenue.

1. Recopier et compléter la fonction suivante afin qu’elle simule I’expérience étudiée et renvoie
le nombre de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages, 'entier n étant entré en
argument. b désigne le nombre de boules bleues présentes dans I'urne, r désigne le nombre
de boules rouges présentes dans 'urne et s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors
des n tirages.

1 |import numpy.random as rd
2
3 |def EML(n):
4 b=1
5 r=2
6 s=0
7 for k in range(l,n+1):
8 x=rd.random ()
9 if Lo
O
5
12 else
S
14 return .........
2. On exécute le programme suivant :
1 |n=10
2 |m=0
3 |for i in range (1000):
4 m=m+EML (n)
5 |print (m/1000)
On obtient 6.657. Comment interpréter ce résultat ?
Exercice 18. 1. Ecrire une fonction prenant en arguments d’entrée une liste L et un élément

X, puis renvoyant en sortie le nombre d’occurrences de x dans L.

2. Ecrire une fonction prenant en argument d’entrée une liste L puis renvoyant en sortie le
maximum de L ainsi que le rang de sa premiére occurrence.
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Exercice 19. On rappelle que la liste d’adjacence d’un graphe a p sommets {0,1,...,p — 1} est
une liste contenant p sous-listes telle que pour tout k € [0, p — 1], la sous-liste d’indice k contienne
la liste des sommets adjacents au sommet k.

Par exemple, la liste d’adjacence du graphe

O, (D)

est [[1],[0,1,2],[0,1]1].

1. On considére le graphe G suivant :

0 O~

3 -2

(a) Donner l'ordre de ce graphe, la matrice d’adjacence de ce graphe et la liste d’adjacence
de ce graphe.

(b) Le graphe est-il (fortement) connexe ?

2. On considére & présent le cas général d'un graphe dont les sommets sont décrits sous la
forme {0,1,...,p— 1}.
On expliquera les programmes en se référant si besoin aux propriétés du cours; on suppose
avoir importé la bibliothéque numpy sous ’alias np.

(a) Ecrire une fonction python, nommée ordre, qui prend en argument d’entrée une matrice
A que l'on suppose étre une matrice d’adjacence d’un graphe et renvoie 'ordre du graphe
associé.

(b) Ecrire une fonction python, nommée est_connexe, qui prend en argument d’entrée une
matrice A que ’on suppose étre une matrice d’adjacence d’un graphe et renvoie True si
le graphe associé est connexe, False sinon. On rappelle que, si B est un tableau numpy et
a un flottant ou un entier, l'instruction np.sum(B==a) renvoie le nombre de coefficients
de B égauz a a.

(¢) Ecrire une fonction python nommée liste_adja, qui prend en argument d’entrée une
matrice A que l'on suppose étre une matrice d’adjacence d’un graphe et renvoie la liste
d’adjacence du graphe.

11/14



ECG 1 vers ECG 2 Mathématiques appliquées Lycée A. Daudet

Devoirs de vacances - Analyse

Exercice 20. Déterminer la limite des suites suivantes lorsque n tend vers +oo :

L. up =In (37" +1/n?)

9 v _1nn—2"
S 43
n -1 k
3. w, = k|l —
=3 k()
k=2

Exercice 21.

1. Montrer que : Vo <1, x +In(1 — z) < 0.

2. En déduire que : pour tout £ > 1, In(k + 1) — In(k) <

ol

n
1
puis que : pour tout n > 1, In(n + 1) < Z T

n
3. Quelle est la limite de Z lorsque n tend vers +oo ?
k=1

ol

2
e—t

Exercice 22. Soit g la fonction définie par g(z) = / mdt.
T nil —

1. Justifier que la fonction g est bien définie sur ]0, 1[.

2. Montrer que g est de classe C! sur ]0, 1] et déterminer ¢’(z) pour z €0, 1].

Exercice 23. On convient que, pour tout réel x, on a z% = 1.

1. Pour tout n de N, justifier 'existence des intégrales :

1 n 1 n
I, = / xidx et J, = / I dx
0 (1+.T)2 0 1+$

2. Calculer Iy et montrer que I; =In2 —1/2.

1
3. (a) Montrer que : Vn e N0 < [, < ——.
n+1

1

Pour cela, on pourra montrer : pour tout x € [0;1], ——— < 1
P P [0; 1] TR
(b) En déduire que la suite (I,) est convergente et donner sa limite.
. 1
4. Etablir, & ’aide d’une intégration par parties, que : Vn € N*, I, = n.J,_1 — 3

Exercice 24.
1. (a) Déterminer toutes les fonctions définies et dérivables sur R solutions de I’équation diffé-
rentielle : V¢ € R, y/(t) = 2y(t).
(b) Soit ¢ un réel. Montrer que la fonction t — cte?’ est solution (particuliére) de 'équation
différentielle : Vt € R, y/(t) = 2y(t) + ce*.
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(c) Déterminer toutes les solutions de I'équation différentielle : Vt € R, y'(t) = 2y(t) + ce?:.

2. (a) Déterminer I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E;) : y”’ —y = 0 d’in-

connue y € C*(R).

(b) En déduire ensemble des solutions de I’équation différentielle (Es) : 2" — 2/ = 0 d’in-

connue z € C3(R).

Exercice 25. A rendre jusqu’ a 9(a) inclus, le reste & la rentrée pour les volontaires

On considére la fonction f définie sur ]0, 1] par f : z —

1. Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et que l'on a :

1
x(l—x) (1n(x))2
2. (a) Justifier : V¢t € ]0,1[, ¢t In(¢) <0

Vz €]0,1[, f(z) =

In(1 — x)

In(x)

(—zIn(z) — (1 —2) In(1—2))

(b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur |0, 1].

3. (a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0).

(b) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f’(0).

4. Calculer la limite de f en 1. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f 7

5. Tracer I’allure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé, en faisant figurer
la tangente en 0 et les branches infinies (asymptotes) éventuelles.

. Montrer que f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle & expliciter.

6
7. Donner le tableau de variations complet de f~!.
8. Calculer f~1(1).

9

. (a) Montrer que pour tout n > 1, ’équation f(x)

solution sur D, que ’on notera x,,.
(b) Calculer z; et xs.

(c¢) Déterminer la monotonie de la suite (z;,).

(d) En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.

= n d’inconnue x admet une unique

10. Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argument un entier
n de [2,+oo[, elle renvoie une valeur approchée de z,, & 10~2 prés, obtenue a l'aide de la

méthode par dichotomie.

import numpy as np
def valeur_approchee (n):

while ..........:
c=(a+b)/2
if np.log(l-c)/mnp.log(c)>n:

return (a+b)/2
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Exercice 26. A rendre a la rentrée pour les volontaires
On considére la fonction f définie pour = > 0 par :
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1. Montrer que I’équation 22 + x — 1 = 0 a une seule racine réelle appartenant a ]0,1[, et
préciser la valeur de cette racine que ’on notera r;.

2. Montrer, si x désigne un nombre réel appartenant a [1/2;1], que f (z) appartient a [1/2;1]
3. Calculer la dérivée f’ de f et prouver l'inégalité suivante pour 1/2 <z < 1:

4

@) < g

4. On considére la suite défnie par up = 1 et upr1 = f (un).

4
(a) Montrer que pour tout n € N : |up41 — 72| < 3 [ttr, — 72|

(b) Prouver l'inégalité suivante et la convergence de la suite (u,) vers r :

4 n
vn € N, |un - 7’2| < <§>

(¢) Ecrire un programme Python permettant d’obtenir la valeur d’un entier ng tel que
[tn, — 12| < 1073 et la valeur de uy,.

Exercice 27. A rendre a la rentrée pour les volontaires
zln(z) —1

On considére I'application ¢ définie sur R* par : Ve eRYL , p(z) =
x

1. Etude des zéros de .

(a) Déterminer la limite de ¢ (x) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives.
Interpréter graphiquement cette limite.

(b) Déterminer la limite de ¢ (z) lorsque x tend vers +oo , ainsi que la limite de

¢ (v)

lorsque x en vers +o0.

(c) Justifier la dérivabilité de ¢ sur R% et déterminer sa dérivée.
(d) Dresser le tableau de variation de ¢ en faisant apparaitre les limites de ¢ en 0T et +oo.
(e) Prouver l'existence d'un unique réel o € R tel que : ¢ (a) = 0. Justifier que a € [1;¢] .

2. Etude d’une suite réelle.
ug = €
VneN, upi1 = ¢ (up) + uy

On considére la suite u définie par la relation de récurrence suivante : {

(a
(b

) Démontrer que pour tout entier n, u,, existe et u, > «.
)
¢) Prouver que la suite u est strictement croissante.
)

)

Si cette suite est convergente de limite L, que peut valoir L ?
(
(d
(e) Soit A un réel. Recopier et compléter le programme suivant afin qu’il affiche le plus petit
entier n tel que u, > A.

La suite u est-elle convergente 7

1 |import numpy as np

2

3 |def g(x):

4 e

5 return y

6

7 |A=float (input (’Entrez un reel A>0 ’))
8 |u=np.exp (1)

9 [n=0

10 {while................

11|

12 | o

13 |print (... ... o oL ’, )




